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带非局部积分项常微分方程的讨论及其应用
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摘要：研究带非局部积分项的二阶线性常微分方程及其在金融保险上的应用. 首先讨论
带非局部积分项的二阶常微分方程解的存在唯一性, 通过变量代换和累次积分交换积分
顺序将非局部项简化, 将方程化为方程组, 然后完成了对方程组解的存在唯一性的证明.
接着分析了带非局部项的二阶常微分方程解的结构, 给出了方程解的形式. 最后通过推
导, 指出带非局部项的线性常微分方程在保险公司的破产概率研究中的应用, 重点放在
二阶方程的应用上, 并且在某一特定情况下, 举出了一个可以给出解析解的例子.
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1 引引引言言言

1997年 4月 25日,日本互助生命保险公司宣告破产,结束了“日本保险公司不倒的神话”
时期, 接下来东邦生命, 第百生命, 第一火灾海上等保险公司也相继倒闭, 进一步影响了人们对
保险公司的信任度. 美国也从 1989 年“黑色星期一”起, 保险公司破产数量明显增加. 受 2008
年全球金融风暴的影响, 使中国正在发展的保险业受到了怀疑. 怎样有效地降低保险公司破产
概率, 继而保证保户的利益成了人们更加关心的话题. 相关的研究从文献 [1] 开始, 近期的研究
则集中于基本模型下增加考虑因素及提供一些解析解, 文献 [2-3] 即考虑了税负因素.

本文就是要研究破产概率所涉及到带非局部积分项的常微分方程. 如果考虑风险投资, 破
产概率所满足的微分积分方程就是二阶方程, 如果不考虑, 所满足的方程就是一阶的. 最后在特
定情况下, 给出方程的解. 说明哪些因素可以影响保险公司的破产概率, 这同时也说明这类方程
有着非常广泛的应用背景.

2 带带带非非非局局局部部部积积积分分分项项项的的的二二二阶阶阶常常常微微微分分分方方方程程程初初初值值值问问问题题题解解解的的的存存存在在在唯唯唯一一一性性性

本文主要讨论带非局部积分项的二阶常微分方程, 先给出方程的一般形式:




y′′(x) + p(x)y′(x) + q(x)y(x) + λ(x)
∫ x

0
y(x− t)m(t)dt = f (x) ,

y(0) = y0, y
′(0) = y1,

(1)
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其中 p(x), q(x), λ(x) 是非常系数.
考虑定解问题 (1) 解的存在唯一性. 令 y′(x) = z(x), 得到





y′(x) = z(x),

z′(x) = −p(x)z(x)− q(x)y(x)− λ(x)
∫ x

0
y(x− t)m(t)dt + f (x) .

(2)

(2) 式两边积分, 得

z(x) = −
∫ x

0

[
p(u)z(u) + q(u)y(u)− f(u)

]
du−

∫ x

0
λ(u)

[ ∫ u

0
y(u− t)m(t)dt

]
du + c.

至于 c, 由 z(0) 决定, c = z(0) = y1, 所以
∫ u

0
y(u− t)m(t)dt =

∫ u

0
y(w)m(u− w)dw =

∫ u

0
y(t)m(u− t)dt, (3)

∫ x

0
λ(u)

[ ∫ u

0
y(u− t)m(t)dt

]
du =

∫ x

0
λ(u)

[ ∫ u

0
y(t)m(u− t)dt

]
du. (4)

累次积分交换积分次序, (4) 式变为
∫ x

0
y(t)dt

∫ x

t
λ(u)m(u− t)du =

∫ x

0
y(u)du

∫ x

u
λ(t)m(t− u)dt.

令 ∫ x

u
λ(t)m(t− u)dt = M(x, u),

在 0 ≤ x ≤ b 上讨论, 以下结论可推广到 a ≤ x ≤ b, a ≤ 0. 令

Y (x) =

(
y(x)

z(x)

)
, η =

(
η1

η2

)
, Y (0) =

(
y(0)

z(0)

)
= η.

上面的方程组 (2) 化为:

Y ′(x) =

(
0 1

−q(x) −p(x)

)
Y (x)− λ(x)

∫ x

0

(
0 0

m(x− t) 0

)
Y (t)dt +

(
0

f(x)

)
. (5)

两边积分得

Y (x) = η +
∫ x

0

[(
0 1

−q(x) −p(x)

)
Y (x) +

(
0

f(u)

)]
du−

∫ x

0

(
0 0

M(x, u) 0

)
Y (u)du.

令

A(x, u) =

(
0 1

−q(u)−M(x, u) −p(u)

)
, F (u) =

(
0

f(u)

)
,
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在 0 ≤ u ≤ x, 0 ≤ x ≤ b 上连续, 所以

Y (x) = η +
∫ x

0
[A(x, u)Y (u) + F (u)]du. (6)

类似于文献 [4] 命题的证明, 可以得到方程组解的存在唯一性.
如果

(
0 1

−q(x) −p(x)

)
是 2× 2 矩阵,

(
0

f(x)

)
是二维向量,

(
0 0

m(x− t) 0

)
是 2× 2 矩阵,

λ(x) 是 x 的函数. 它们都在 0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ t ≤ x 上连续, 则对于区间 a ≤ x ≤ b 上的数 0 及
任一常数向量 η = (η1 η2)T, 方程组

Y ′(x) =

(
0 1

−q(x) −p(x)

)
Y (x)− λ(x)

∫ x

0

(
0 0

m(x− t) 0

)
Y (t)dt +

(
0

f(x)

)
.

存在唯一解 φ(x), 定义在整个区间 0 ≤ x ≤ b 上, 且满足初始条件, φ(0) = η.

3 带带带非非非局局局部部部项项项的的的二二二阶阶阶常常常微微微分分分方方方程程程解解解空空空间间间的的的结结结构构构

再考虑解的结构, 由 (5) 式. 令

A(x) =

(
0 1

−q(x) −p(x)

)
, B(x, t) =

(
0 0

m(x− t) 0

)
, F (x) =

(
0

f(x)

)
,

则

Y ′(x) = A(x)Y + λ(x)
∫ x

0
B(x, t)Y (t)dt + F (x), (7)

对应的齐次方程为

Y ′(x) = A(x)Y − λ(x)
∫ x

0
B(x, t)Y (t)dt. (8)

(8) 式的解满足叠加原理.
不加证明地给出下面几个定理.
定定定理理理 3.1 如果向量函数 Y1(x), Y2(x) 在区间 a ≤ x ≤ b 上线性相关, 则它们的伏朗斯基

行列式 W (x) = 0, a ≤ x ≤ b.
定定定理理理 3.2 如果 (8) 式的解 Y1(x), Y2(x) 线性无关, 那么它们的伏朗斯基行列式

W (x) 6= 0, a ≤ x ≤ b.

定定定理理理 3.3 (8) 式一定存在两个线性无关的解 Y1(x), Y2(x).
定定定理理理 3.4 如果 Y1(x), Y2(x) 是 (8) 式的两个线性无关的解, 则 (8) 式的任何一解 Y (x)

均可表示为

Y (x) = c1Y1(x) + c2Y2(x),
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这里 c1, c2 是相应的确定常数.
所以, 可知 (8) 式的线性无关解最大个数等于 2, (8) 式的所有解的集合构成一个 2 维线性

空间.
定理 3.3, 定理 3.4 可以表述为:
定定定理理理 3.5 (8) 式一定存在一个基解矩阵 φ(x), 如果 ψ(x) 是 (8) 式的任一解, 那么

ψ(x) = φ(x)C,

这里 C 是确定的常数列向量.
(8) 式的两个简单性质:
性性性质质质 3.1 如果 ψ(x) 是 (7) 式的解, φ(x) 是 (7) 式的对应的齐次方程组 (8) 式的解,

则 ψ(x) + φ(x) 是 (7) 式的解;
性性性质质质 3.2 如果 ψ̃(x) 和 φ̃(x) 是 (7) 式的两个解, 则 ψ̃(x)− φ̃(x) 是 (8) 式的解.
由性质 2.2 和定理 2.5, 可得如果 φ(x) 是 (8) 式的基解矩阵, φ̄(x) 是 (7) 式的某一解,

则 (7) 式的任何一解 ψ(x) 都可表为

ψ(x) = φ(x)C + φ̄(x),

这里 C 是确定的常数列向量.

4 在在在保保保险险险公公公司司司破破破产产产概概概率率率计计计算算算中中中的的的应应应用用用

带非局部积分项的常微分方程在金融方面有着广泛的应用, 尤其是在计算保险公司破产概
率时. 设 u > 0 是保险公司初始准备金, 保费收入按照固定比例 c > 0 随时间线性增长, 即 [0, t]
期间保费收入为 ct, 用 S(t) 表示理赔额, Wt 代表 t 时刻保险公司用以投资所得的不确定收入,
则保险公司在时刻 t 时的盈余 Rt, 可以用下式简单表示出来:

Rt = u + ct + σWt − St, t ≥ 0. (9)

在 (9) 式中, 理赔 {S(t)} 是依赖于时间的随机变量, 即随机过程. 理赔过程 {S(t)} 由理赔
次数 (过程){N(t)} 与每一次个别理赔额 {Zk, k = 1, 2, · · · , Nt} 复合而成. 若是理赔次数 N 服

从泊松分布, 则称聚合理赔量 S 服从复合泊松分布. (9) 式中 σ > 0 表示原生资产的波动率常
量, {Wt} 标准布朗运动.

下面在经典风险模型下讨论问题:

Rt = u + ct + σWt −
Nt∑

k=1

Zk, t ≥ 0, (10)

其中 {Nt} 是参数为 λ > 0 的泊松过程, 在时间段 (0, t) 上记录下了理赔的次数; {Zk}, k ≥ 1
是相互独立的非负的随机变量序列, Zk 表示第 k 次理赔额. {Nt}, {Zk}, {Wt} 相互独立. (10)
式过程是连续时间的齐次强马尔可夫过程.

从 (10) 式中可以看出有两种可能性会导致保险公司的破产. 一是由理赔所引发的破产, 一
是由于公司的投资不当所造成的破产. 所以, 文献 [5] 将 (10) 式的风险过程的破产概率分解成
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两个部分: 由投资不当所造成破产的概率和由于理赔所造成破产的概率. 假设破产概率是二阶
可微的, 他们得到了以级数明确表示的两种不同的破产概率.
令 a > 0, 定义 τa = inf{s : |Ws| = a}. 当 x ∈ [−a, a], 定义两个函数:

H(a, t, x) = (2πt)−1/2
+∞∑

k=−∞

[
exp

{
− 1

2t
(x + 4ka)2

}
− exp

{
− 1

2t
(x− 2a + 4ka)2

}]
, (11)

h(a, t) =
1

2
√

2π
at−3/2

+∞∑

k=−∞

[
(4k + 1)exp

{
− a2

2t
(4k + 1)2

}
+

(4k − 3)exp
{
− a2

2t
(4k − 3)2

}
− (4k − 1)exp

{
− a2

2t
(4k − 1)2

}]
. (12)

从文献 [6] 中可以知道:

P (Ws ∈ dx, τa > s) = H(a, s, x)dx, P (τa ∈ ds) = h(a, s)ds.

定义 T 0
u = inf{t ≥ 0;Rt < 0}, 如果任意 t ≥ 0, Rt ≥ 0, 则 T 0

u = +∞, 明显可以看
出 T 0

u 是破产时刻. 定义风险过程 (10) 式的破产概率 ψ(u), ψ(u) = P (inft≥0Rt < 0), 得
到 ψ(u) = P (Tu < +∞). 令 µ = E[Z1], F (z) = P (Z1 ≤ z).
因为

µs(t) = ES(t) = E(E(S(t)|N(t))) = E(N(t)E(Z1)) = EN(t)E(Z1) = λtE(Z1),

所以当 µ > 0 时, 假设 E[Rt] = u + (c− λµ)t > 0, 即假设 c− λµ > 0, 那样的话, ψ(u) < 1. 而
当 c− λµ < 0 时, 会有

lim
x→∞E[Rt] = −∞,

破产是必然事件, 即 ψ(u) = 1; 同样当 c− λµ = 0 时, 也可以证明破产必然会发生.
用 ψd(u) 表示因投资不当所造成破产的概率, 用 ψs(u) 表示因理赔所引起破产的概率:

ψ(u) = ψd(u) + ψs(u). (13)

定义 {Tk}, k ≥ 1, 即是 {Nt} 的跳时间序列, 即理赔时间序列. 如果 F (z) 在 [0,+∞) 上有
连续的密度函数, 则

P
( ∪∞k=1 {RTk

= 0}) = 0,

所以

ψd(u) = P (T 0
u < +∞, RT 0

u
= 0), ψs(u) = P (T 0

u < +∞, RT 0
u

= 0). (14)

从 (14) 式可以看出

ψd(u) =





0, u < 0,

1, u = 0,
ψs(u) =





1, u < 0,

0, u = 0.
(15)
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定定定理理理 4.1 u > 0, 假设 F (Z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 那么概率 ψd(u) 满足下面
的积分方程:

ψd(u) =
1
2

∫ +∞

0

(
ψd(ct) + ψd(2u + ct)

)
exp{−λt}h

(u

σ
, t

)
dt+

∫ +∞

0
λexp{−λs}ds

∫ u/σ

−u/σ
H

(u

σ
, s, x

)
dx

∫ u+cs+σx

0
ψd(u + cs + σx− z)dF (z). (16)

证证证明明明 用 Ad 表示因投资不当所造成的破产事件. Ft = σ{Rs, s ≤ t}, σ(Rs, s ≤ t} 表示在 s

时刻, 盈余 Rs 所有可能发生的信息. 定义 Mt = E
[
I(Ad)|Ft

]
, 所以 {Mt, t ≥ 0} 是一个 Ft- 鞅.

定义 T = τu/σΛT1, Λ 表示取一个小值, 得到

P (T < +∞) ≤ P (T1 < +∞) = 1.

由最优停止定理和强马尔可夫过程 Rt 的性质, 得到

ψd(u) = EM0 = E[MT ] = E
[
E

[
I(Ad)|FT

]]
= E

[
ψd(RT )

]
. (17)

所以

ψd(u) = E
[
ψd(RT )

]
= E

[
ψd(u + cτu/σ + σWτu/σ

)I(τu/σ < T1)
]
+

E
[
ψd(u + cT1 + σWT1 − Z1)I(τu/σ ≥ T1)

]
= I1 + I2.

(18)

I1 = E
[
ψd(u + cτu/σ + σWτu/σ

)I(τu/σ < T1)
]

=
1
2
E

[
ψd(2u + cτu/σ) + ψd(cτu/σ)I(τu/σ < T1)

]
.

(19)

由文献 [7] 的命题 2.8.3 可得:

P (Wτa = a, τa ∈ dt) = P (Wτa = −a, τa ∈ dt) =
1
2
h(a, t)dt.

由 (19) 式得:

I1 =
1
2

∫ +∞

0
ψd(ct) + ψd(2u + ct)exp{−λt}h

(u

σ
, t

)
dt, (20)

I2 = E
[
ψd(u + cT1 + σWT1 − Z1)I(τu/σ ≥ T1)

]

=
∫ +∞

0
λexp{−λs}ds

∫ +∞

0
dF (z)

∫ u/σ

−u/σ
ψd(u + cs + σx− z)H

(u

σ
, s, x

)
dx

=
∫ +∞

0
λexp{−λs}ds

∫ u/σ

−u/σ
H

(u

σ
, s, x

)
dx

∫ u+cs+σx

0
ψd(u + cs + σx− z)dF (z).

(21)

类似文献 [8] 中定理 2.2 和定理 2.3 的证明, 得到下面两个定理:
定定定理理理 4.2 如果 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψd(u) 在区间 (0,+∞) 上二阶

连续可微.
定定定理理理 4.3 假设 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψd(u) 满足积分微分方程:

1
2
σ2ψ′′d(u) + cψ′d(u) = λψd(u)− λ

∫ u

0
ψd(u− z)dF (z), u ∈ (0,∞). (22)
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类似于定理 4.2 和定理 4.3, 得到下面的定理:
定定定理理理 4.4 假设 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψs(u) 在区间 (0,+∞) 上二阶连

续可微.
定定定理理理 4.5 假设 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψs(u) 满足积分微分方程:

1
2
σ2ψ′′s (u) + cψ′s(u) = λψs(u)− λ

∫ u

0
ψs(u− z)dF (z)− λ(1− F (u)), u ∈ (0,∞). (23)

命命命题题题 4.1 如果 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψd(u) 在 [0,+∞] 上也是连续的.
证证证明明明 通过定理 4.1, 能够充分说明 ψd(0+) = ψd(0). 因为 P (T 0

0+ = T 0
0 = 0) = 1(见文献 [8]

的引理 4.1), 且 Rt 是右连续, 所以由一致收敛定理, 有

lim
u→0

ψd(u) = lim
u→0

E
[
I(T 0

u < +∞, RT 0
u

= 0)
]

= E
[

lim
u→0

I(T 0
u < +∞, RT 0

u
= 0)

]

= E
[
I(T 0

0 < +∞, R0 = 0)
]

= 1 = ψd(0).

类似于命题 4.1, 有如下的命题:
命命命题题题 4.2 如果 F (z) 在 [0,+∞] 上有连续的密度函数, 则 ψs(u) 在 [0,+∞] 上也是连续的.

将 (22) 和 (23) 式的左右两端分别相加, 得

1
2
σ2(ψd(u) + ψs(u))′′ + c(ψd(u) + ψs(u))′

= λ(ψd(u) + ψs(u))− λ

∫ u

0
(ψd(u− z) + ψs(u− z))dF (z)− λ(1− F (u)),

(24)

则
1
2
σ2ψ′′(u) + cψ′(u) = λψ(u)− λ

∫ u

0
ψ(u− z)dF (z)− λ(1− F (u)). (25)

若 F (z) 是可微的, F ′(z) = f(z), 有

1
2
σ2ψ′′(u) + cψ′(u)− λψ(u) + λ

∫ u

0
ψ(u− z)f(z)dz = λ(F (u)− 1). (26)

由于 σ 为大于零的常数,

ψ′′(u) +
2c

σ2
ψ′(u)− 2λ

σ2
ψ(u) +

2λ

σ2

∫ u

0
ψ(u− z)f(z)dz =

2λ

σ2
(F (u)− 1). (27)

(27) 式就是所讨论的二阶带非局部积分项常微分方程形式.
如果将经典风险模型简化, 不考虑风险投资, 即

σWt = 0, Rt = u + ct−
Nt∑

k=1

Zk,

那么终极破产概率 ψ(u) 满足的方程为 [9]:

ψ′(u)− λ

c
ψ(u) +

λ

c

∫ u

0
ψ(u− z)f(z)dz =

λ

c
(F (u)− 1), u ∈ (0,∞), (28)
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阶数低了一阶. 无论是一阶方程还是二阶方程想得到它们的解析解并不容易, 只有在一些特殊
情况下才能获得.

以上求破产概率的方程 (27)和 (28)式都没有考虑利率因素,若考虑了利率因素 [8], It = rt.

终极破产概率 ψ(u) 满足的方程为:

ψ′(u)− r + λ

c
ψ(u) +

λ

c

∫ u

0
ψ(u− z)f(z)dz =

λ

c
(F (u)− 1). (29)

上文提到了只有在一些特殊情况下才能通过解析的方法求出破产概率 ψ(u) 的值. 本文最
后举出一个可以求出解析解的例子. 如果

F (z) =





1− exp(−αz), z ≥ 0,

0, z < 0,
(α > 0),

即服从参数为 α 的指数分布. 不考虑利率因素, 类似于文献 [8] 中所举例子及其分析, 由 (22)
和 (23) 式, 有

1
2
σ2ψ′′d(u) + cψ′d(u) = λψd(u)− λ

∫ u

0
ψd(u− z)dF (z), u > 0, (30)

ψd(0) = 1, ψd(+∞) = 0, (31)
1
2
σ2ψ′′s (u) + cψ′s(u) = λψs(u)− λ

∫ u

0
ψs(u− z)dF (z)− λ(1− F (u)), u > 0, (32)

ψs(0) = 0, ψs(+∞) = 0. (33)

那么由解的存在唯一性定理, (30) 和 (31) 式及 (32) 和 (33) 式的解存在且唯一.

ψd(u) = 1 + c1exp{−λ1u}+ c2exp{−λ2u}, (34)

ψs(u) = c3exp{−λ1u}+ c4exp{−λ2u}. (35)

λ1 =
(1
2ασ2 + c)−

√
(1
2ασ2 + c)2 − 2σ2(αc− λ)

σ2
,

λ2 =
(1
2ασ2 + c) +

√
(1
2ασ2 + c)2 − 2σ2(αc− λ)

σ2
.

c1 =
σ2λ2

2 − 2cλ2 − 2λ

σ2(λ2
2 − λ2

1)− 2c(λ2 − λ1)
, c2 =

−σ2λ2
1 + 2cλ1 − 2λ

σ2(λ2
2 − λ2

1)− 2c(λ2 − λ1)
,

c3 =
2λ

σ2(λ2
2 − λ2

1)− 2c(λ2 − λ1)
, c4 =

−2λ

σ2(λ2
2 − λ2

1)− 2c(λ2 − λ1)
,

将 (34) 和 (35) 式相加, 就能得到所期望的破产概率的表达式:

ψ(u) = 1 + (c1 + c3)exp{−λ1u}+ (c2 + c4)exp{−λ2u},

可以看出 u, c 越大, ψ(u) 越小.
说明增加保险公司的初始准备金, 或提高费率, 可以有效降低破产概率. 若考虑了利率因素,

因为所化成的方程中的系数不再全是常系数, 所以解答起来和上面的方法有所不同, 比较复杂,
不过仍然可以用显式表达破产概率, 本文不再累述.
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Discussion and application of ordinary differential equation

with non-local integral term

Zhu Yifeng 1, Bian Baojun 2

(1. Department of Economics, Emory University, Atlanta 30322, USA;

2. Department of Applied Mathematics, Tongji University, Shanghai 200092, China)

Abstract: Second-order linear ordinary differential equation with non-local integral term inside are major

discussed in this thesis. Firstly, we canvass the existence and uniqueness of the solution of the second-order

ordinary integro-differential equation. By variable substitution and exchanging sequence of repeated integral,

the non-local integral term can be simplified, the equation can be transformed into system of equations. Then,

the proof of existence and uniqueness of the solution of equations are completed here. Second, we analyze the

structure of the solution, also we give the solution form of the equation. At last, we point out the application of

the ordinary integro-differential equation through deduction. It can be used in ruin probabilities′ of an insurance

company. We focus our energies upon the application of the second-order equation. Furthermore, the explicit

expressions for the integro-differential equations will be presented when the claims are exponentially distributed.

Key words: non-local integral term, second-order differential equation, ruin probability
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